Пример № 10. Недостаточность условий оптимальности
при единственности оптимального управления
1. Постановка задачи

Даны уравнение                                                          
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множество допустимых управлений
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и критерий оптимальности
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Задача 10. Минимизировать функционал I на множестве U.
Вводим функцию
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Функция р есть решение сопряженной задачи
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Управление и ищется из условия максимума функции Н. Прежде всего, находим регулярное решение принципа максимума
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Исходя из определения множества допустимых управлений, получаем неравенство
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Решение задачи (1) равно
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Таким образом, справедлива оценка

                                                                     
[image: image11.wmf]0().

xtt

££

                                                               (4)
Тогда выполняется неравенство
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В результате из условия (2) получаем
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Итак, функция р строго монотонно убывает, и в конечный момент времени достигает значения 
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 Отсюда следует, что 
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  наоборот
Тогда из равенства (3) находим, что 
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Вывод. Единственное регулярное решение принципа максимума есть 
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Соответствующее значение функционала
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Зададим допустимое управление 
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Ему соответствует состояние системы
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Находим значение функционала
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Вывод. Управление 
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 не оптимально.
Принцип максимума может также иметь особые решения. Это соответствует случаю, когда 
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 Согласно уравнению (2) это возможно при условии
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что выводит на два значения:
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Согласно задаче (1), им соответствуют управления
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которые оба оказываются допустимыми. Однако второе из них совпадает с рассмотренным ранее управлением 
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 которое не оптимально.

Вывод. Возможна ситуация, когда одно и то же решение принципа максимума является одновременно как особым управлением, так и не особым.

Известно необходимое условие Келли оптимальности особого управления. 
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Проверяем
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Получаем значения
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Таким образом, мы убеждаемся, что нулевое особое управление не оптимально, что было уже установлено ранее. В то же время, управление 
[image: image35.wmf]1

()1

ut

=

 может оказаться оптимальным. 
Для уточнения ситуации проверим знак остаточного члена на этом управлении. Справедлива формула приращения функционала
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в силу определения функции Н и краевых условий в соотношениях (1) и (2). Преобразуем полученное равенство
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            (5)
в силу определения сопряженного уравнения, где
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Здесь 
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 есть разность между состоянием системы у на произвольном управлении и  состоянием системы х, соответствующим управлению, на котором вычисляется приращение функционала. 

Нас интересует управление 
[image: image40.wmf]1

,

u

 которое является особым. Это означает, что выполнено равенство
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Тогда равенство (5) принимает вид
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Следовательно, приращение функционала на управлении 
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 будет неотрицательным тогда и только тогда, когда остаточный член, вычисляемый по формуле (6) также будет неотрицательным. Это означает, что, установив неравенство 
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 мы докажем оптимальность управления 
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Учитывая, что
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представим равенство (6) в следующем виде
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В данном случае 
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 Тогда получаем
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Согласно (4) произвольное состояние системы не отрицательно. Тогда из последнего равенства получаем, что 
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 а значит, управление 
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 действительно оптимально.

Чтобы окончательно убедиться в этом, исследуем напрямую рассматриваемую задачу. Введем функцию


[image: image52.wmf]32

().

32

xxt

x

j

=-


Справедливо равенство
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При выполнении условия
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выполняется неравенство
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Тем самым функция ( на интервале 
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 оказывается убывающей. Отсюда следует неравенство
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Находим
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Тем самым получаем оценку
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Учитывая условие (4), имеем
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где х – решение задачи (1) на произвольном управлении из множества U. В результате получаем неравенство
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В результате приходим к условию
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Учитывая, что
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заключаем, что управление 
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 является оптимальным.

Вывод. В данном случае оптимальное управление единственно, а условия оптимальности являются не достаточными.
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